A Matrix-Algebra

In diesem Anhang geben wir eine kompakte Einfiihrung in die Matrizenrechnung bzw.
Matrix-Algebra. Eine leicht lesbare Einfithrung mit sehr vielen Beispielen bietet die
yEinfiihrung in die Moderne Matrix-Algebra“ von Schmidt & Trenkler (2006).

A.1 Definition und elementare Operationen

Definition A.1 Reelle Matrix

Ein nach n Zeilen und p Spalten geordnetes Schema A von n - p Elementen a;; € R

a1l a2 -+ Gip
a1 .

A =
Anl Ap2 * - Gpp

heifit reelle Matrix der Ordnung n x p, der Dimension n x p oder kurz n X p Matrix.
Kurzschreibweise: A = (a;5),i=1,...,n,5=1,...,p.

Zwei n x p Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) sind genau dann gleich, wenn fiir alle 4, j
gllt Q5 = b”

Die Zeilen von A konnen als Vektoren des R? (sog. Zeilenvektoren) und die Spalten als
Vektoren des R™ (sog. Spaltenvektoren) angesehen werden. Dabei wird der i-te Zeilen-

vektor von A mit a® = (a;1,...,a;,) und der j-te Spaltenvektor mit
a1y
aj =
Qnj
bezeichnet.

Definition A.2 Transponierte Matrix

Sei A = (a;;) eine n x p Matrix. Dann ist die transponierte Matrix A’ definiert als
diejenige Matrix, die man durch das Vertauschen der Zeilen und Spalten von A erhilt:

@11 @21 - Anl

A — a2

a‘lp a2p e anp
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Die Matrix A’ ist von der Ordnung p X n.

2416
A=1(1032].
9343

Die transponierte von A ist gegeben durch die 4 x 3 Matrix

219
403
134
623

Beispiel A.1
Betrachte die 3 x 4 Matrix

A =

Definition A.3 Quadratische Matrix

Eine Matrix A heifit quadratisch, falls sie von der Ordnung n x n ist. Die Diagonale,
welche aus den Elementen a1, ..., a,, besteht, heilit Hauptdiagonale.

Definition A.4 Diagonalmatrix

Eine quadratische Matrix D heifit Diagonalmatrix, wenn ihre Eintrige unter- und ober-
halb der Hauptdiagonalen Null sind, d.h. D besitzt folgende Gestalt:

d 0 ...0
D =
0 ...... dp
Schreibweise: D = diag(dy, ..., d,).
Definition A.5 Einheitsmatrix
Die Diagonalmatrix
10...0

heifit Einheitsmatrix.

Definition A.6 Symmetrische Matrix
Eine quadratische Matrix A heifit symmetrisch, wenn A = A’ gilt.

Offenbar ist jede Diagonalmatrix, also auch die Einheitsmatrix, eine symmetrische Ma-
trix.

Beispiel A.2
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Ein Beispiel fiir eine symmetrische Matrix ist gegeben durch

2318
3275
1766
8560

A=

Definition A.7 Summe und skalare Multiplikation von Matrizen

Die Summe A + B zweler n X p Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) ist definiert als:

A+ B= (aij + bl])

Die Multiplikation von A mit einem Skalar A € R ist definiert als

AN = ()\ aij).

Beispiel A.3

Betrachte die Matrizen

123 14 2
A=1352 und B=]1310].
122 -12 -4
Dann gilt fiir die Summe von A und B:

1+12+43+2 26 5
A+B=(3+35+1240]| =166 2 |.

1-12+4+22-4 04 -2

Satz A.1 Rechenregeln

Fiir beliebige n x p Matrizen A, B, C und beliebige Skalare r, k € R gilt:

1.
2.
3.

4.
o.
6.

Assoziativgesetz fiir die Addition: A+ (B+C)=(A+ B)+C.
Kommutativgesetz: A + B = B + A.

Distributivgesetze fiir die skalare Multiplikation: (k +r)A = kA + rA bzw. k(A +
B)=LkA+kB.

Assoziativgesetz fiir die skalare Multiplikation: (kr)A = k(rA).
(kA) = kA’
(A+B)=A"+B'.

Definition A.8 Matrixmultiplikation

Das Produkt der n x p Matrix A = (a;;) mit der p x m Matrix B = (b;;) ist die n x m
Matrix
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p
AB =C = (ci) mit Cikk = Zaijbjk.
j=1

Ausfiihrlich erhalten wir demnach
> 01b51 o 205 a15bm
A-B= S
> ngbjn -+ Do) angbim
Man beachte, dass zwei Matrizen A und B nur dann multiplizierbar sind, wenn die

Anzahl der Spalten von A gleich der Anzahl der Zeilen von B ist. Im Allgemeinen ist
die Matrixmultiplikation dariiberhinaus nicht kommutativ, d.h. es gilt B- A # A - B.

Beispiel A.4
Betrachte die Matrizen
12 —-12
A—(34> und B_(12)'

Dann erhalten wir fiir das Produkt

—1-1+2-11.2+2.2) _(1 6)

A'B:<f1.3+4.13-2+4-2 RGB!

Die Matrixmultiplikation ist nicht kommutativ:

_(-1-1+2-3-1-242-4\ (56
B‘A_(1-1+2-3 1-2+2.4)_<710)¢A B.

Beispiel A.5
Falls a € R und b € R zwei Skalare sind, ist bekannt, dass
a-b=0

genau dann gilt, wenn entweder a = 0 oder b = 0 ist. Diese Tatsache wird auch in
vielen Beweisen verwendet. Wir zeigen im Folgenden in einem Gegenbeispiel dass fiir
Matrixprodukte aus

A-B=0
keineswegs folgt, dass A oder B Nullmatrizen sein miissen. Wir betrachten dazu die
Matrizen
2 416
A= 1-3-7
-2 2 2
und
-2 -4 -8
B=|-3-6-12
1 2 4

Fiir das Produkt A - B erhalten wir
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2 416 -2 -4 -8 000
1-3 -7 -3-6-12 | =1000|.
-2 2 2 1 2 4 000

Das Produkt der beiden Matrizen ist also die Nullmatrix, obwohl es sich bei keinem der
beiden Faktoren um die Nullmatrix handelt.

A

Satz A.2 Darstellung von Summen als Matrixprodukte

Seien x,y € R™ und 1 der n x 1 Vektor, dessen Eintriige sémtlich aus Einsen besteht.
Dann gilt:

Satz A.3 Rechenregeln fiir die Matrixmultiplikation
Fiir Matrizen A, B und C passender Ordnungen gilt:
1. AB+C)=AB+ AC.
2. (AB)C = A(BC).
3. (AB) =B'A.
4. AI,, = Abzw. I, A= A.

Definition A.9 Kroneckerprodukt

Seien A und B Matrizen der Ordnungen n X p und r X ¢. Dann ist das Kroneckerprodukt
von A und B definiert als diejenige Matrix C' der Ordnung nr X pg mit

a11B algB tee alpB
C=AwB=| : :
a1 B an2B -+ anp,B

Beispiel A.6
Betrachte die beiden Matrizen

und
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Das Kronckerprodukt der beiden Matrizen ist dann gegeben durch

22 4 4
2.B 4-B) |86 16 12
A®B_(1-B 3.3)_ 113 3
1312 9

Satz A.4 Rechenregeln fiir das Kroneckerprodukt

Seien A, B, C und D Matrizen passender Ordnungen sowie k ein Skalar. Dann gelten
die folgenden Rechenregeln:

. k(A® B) = (kA)® B = A® (kB).
.A®(B®C)=(A®B)®C.

LA (B+C)=(A®@B)+ (A®C).
. (A®B) =A'®B.

. (AB)® (CD)=(A® C)(B® D).

Tt W NN

Definition A.10 Orthogonale Matrix
Eine quadratische Matrix A heifit orthogonal, wenn AA’ = A’A = T gilt.

Satz A.5 Eigenschaften orthogonaler Matrizen

Sei A eine orthogonale Matrix. Dann gilt:

1. Die Zeilenvektoren bzw. die Spaltenvektoren bilden ein Orthonormalsystem, d.h. die
Vektoren besitzen Lénge Eins und sind paarweise orthogonal.

2. AB ist orthogonal, wenn A und B orthogonal sind.

Definition A.11 Idempotente Matrix

Eine quadratische Matrix A heit idempotent, wenn gilt: AA = A% = A.
Eine spezielle, in der Statistik wichtige idempotente Matrix ist die n x n Matrix
1
Cc:=1,--11.
n
Es gelten die folgenden Aussagen:
1. Multiplikation von C mit einem beliebigen n x 1 Vektor a ergibt

a; —a
Ca: 5

ap — a

d.h. man erhalt den mittelwertszentrierten Vektor.
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2. Multiplikation von C mit einer n x m Matrix A liefert

a11 — a1 - Aim — O
CA= ,
(pl — a1 - * Apm — G
wobei ay, ..., a, die Mittelwerte der Spalten von A sind.
3. C1=0.
4. 1'C =0

5.11'C =C11 = 0.

6. Z(azl —7)? = &'Cx wobei & = (z1,...,1,).
i=1

Satz A.6 Eigenschaften idempotenter Matrizen

Fiir idempotente Matrizen A und B gilt:

1. AB = BA, also AB idempotent.
2. I — A ist idempotent.
3. AI—-A)=(I-A)A=0.

A.2 Der Rang einer Matrix

Definition A.12 Zeilenrang, Spaltenrang, Zeilenraum, Spaltenraum Sei A eine n x p

Matrix. Die Maximalzahl linear unabhéngiger Spaltenvektoren des R™ heifit Spaltenrang
von A, geschrieben rgs(A). Der von den (linear unabhéingigen) Spaltenvektoren aufge-
spannte Unterraum heifit Spaltenraum, geschrieben S(A). Es gilt:

p
S(A) = {ZGIR.":z:Ax:Zaixi,xEIR,p}

=1

Entsprechend kann man den Zeilenrang rgz(A) von A als die Maximalzahl linear un-
abhingiger Zeilen von A definieren. Der von den (linear unabhingigen) Zeilen aufge-
spannte Unterraum Z(A) heifit Zeilenraum. Es gilt:

i=1

Z(A) = {z ERP:z2=Az= Z(ai)’xi,x € ]R,"}

Satz A.7 Spaltenrang = Zeilenrang Spaltenrang und Zeilenrang einer n x p Matrix A

sind gleich, d.h.
rgs(A) = rgz(A).
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Definition A.13 Rang einer Matrix
Der Rang rg(A) einer n x p Matrix A ist definiert als
rg(A) :=rgs(A) = rgz(A) < min{n, p}

Gilt rg(A) = min{n, p}, so besitzt A vollen Rang und wird als regulér bezeichnet. Fiir
rg(A) =n (rg(A) = p) heilit A zeilenregulir (spaltenregulér).

Satz A.8 Allgemeine Rangbeziehungen

Fiir Matrizen A, B und C passender Ordnungen gilt:

rg

1. rg(

2. rg(A)

3. r1g(A+ B) <rg(A) +rg(B).
4. rg(

5. rg(

Definition A.14 Nullraum

Der Nullraum N(A) einer n x p Matrix A ist definiert als die Menge

N(A) :={z € R?: Ax = 0}.

Definition A.15 Zeilenraum, Spaltenraum

Der Zeilenraum Z(A) einer n x p Matrix A ist der durch die Zeilen von A aufgespannte
Unterraum des R™:

Z(A):={x € R": x = Ay fiir ein y € R"}.
Analog ldsst sich der Spaltenraum (als Teilraum des R?) definieren.

Satz A.9 Eigenschaften des Nullraums
Sei A eine n x p Matrix. Dann gilt:

1. Der Nullraum ist ein Unterraum des RRP.

2. rg(A)+dim(N(A)) = p bzw. dim(N(A)) = p—rg(A). Die Dimension des Nullraums
N(A) wird als Defekt von A bezeichnet.

3. Der Nullraum N(A) ist das orthogonale Komplement des Zeilenraums Z(A) von A.
4. N(A’A) = N(A).

Definition A.16 Inverse einer Matrix

Sei A eine quadratische Matrix. Eine Matrix A~! heiit Inverse zur Matrix A, falls gilt:
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AA ' =ATTA=T

Satz A.10 Existenz und Eindeutigkeit der Inversen

Die Inverse einer quadratischen n x n Matrix A existiert genau dann, wenn rg(A) = n
gilt, also wenn A regulér ist. Die Inverse ist dann eindeutig bestimmt und die Matrix A
heifit invertierbar.

Satz A.11 Rechenregeln fiir Inverse

Seien A, B und C invertierbare Matrizen gleicher Ordnung und & # 0 ein Skalar. Dann
gilt

1. (A7) t=A.
1
2. (kA ' =ktA = %A_l.
3. (A t=(Aaty.
4. (AB)"'=B'AL.
5. (ABC)"'=C B 'A L
6. A symmetrisch = A~! symmetrisch.
7. Fiir eine Diagonalmatrix A = diag(ay,...,a,) gilt

A~ = diag(ay?, ..., a,h).
8. Falls A orthogonal ist, gilt A= = A’.
Ay A12>
A=
<A21 Az
und seien die Submatrizen A;; und Ass quadratisch und invertierbar. Dann gilt

A-1 = ( B! ~B'A5AL) )
7A2_21A21B71 A2_21 —+ A2_21A21371A12A2_21

9. Sei A partitioniert in

mit B = A11 - A12A521A217

_ AT+ A1 A1,C 1A AT —ATALC!
1 _ 11 114312 2143211 11 12
wd A= ( —C ' Ap Ay c!

mit C = A22 — A21A;11A12.

A.3 Determinante und Spur einer Matrix

Definition A.17 Determinante
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Die Determinante einer quadratischen Matrix A der Ordnung n x n ist definiert als

Al = (1) ai;| Ay,
i=1
wobei A_;; die n —1 x n — 1 dimensionale Matrix bezeichnet, die durch Streichung der

i-ten Zeile und der j-ten Spalte aus A entsteht. Fiir skalare Matrizen A = (aq1) der
Ordnung 1 x 1 gilt |A| = a1;.

Beispiel A.7
1. Fiir eine 2 x 2 Matrix gilt |A| = a11a22 — a12a21

2. Fiir eine 3 x 3 Matrix gilt |A| = ai1a22a33 + a12a23a31 + a13G21a32 — A13G22031 —
23032411 — A33412421.

A

Die Determinante einer Matrix A lisst sich geometrisch interpretieren. Wir veranschau-
lichen die geometrische Interpretation anhand der Determinante der 2 x 2 Matrix

42
a2y
Die beiden Spaltenvektoren a; = (4,1)" und as = (2,3)’ der Matrix sind als Ortsvektoren
in Abbildung A.1 abgebildet. Die Determinante von A ist gegeben durch

|A|=4-3-2-1.

Die Determinante von A ist also gleich dem Flicheninhalt des von den den beiden Spal-
tenvektoren gebildeten Parallelogramms. Diese Interpretation einer Determinante ist all-
gemeingiiltig. Bei 3 x 3 Matrizen handelt es sich bei der Determinante von A um das
Volumen des von den drei Spaltenvektoren aufgespannten Koérpers. Fiir n > 3 ergeben
sich analoge Interpretationen.

4 —
az
3 —
2 Determinante von A
1 —
ai
T T T T \ T

Abb. A.1. Geometrische Veranschaulichung der Determinante einer 2 x 2 Matrix.
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Im Folgenden wollen wir einige wichtige Eigenschaften von Determinanten zusammen-
tragen. Wir beginnen mit der Determinante der transponierten Matrix A’ einer Matrix

A.

Satz A.12 Determinante der Transponierten

Fiir eine quadratische Matrix A gilt |A’| = |A].

Satz A.13 Determinanten einiger bestimmter Matrizen
Sei A eine quadratische Matrix. Dann gilt:

1. Wenn eine Zeile (Spalte) von A aus Nullen besteht, dann gilt |A| = 0.
2. Wenn A zwei identische Zeilen (Spalten) besitzt, dann gilt |A| = 0.

3. Die Determinante einer Matrix in Dreiecksform ist das Produkt der Diagonalelemen-
te. Eine Matrix besitzt Dreiecksform, wenn alle Elemente ober bzw. unterhalb der
Hauptdiagonalen gleich Null sind.

4|1 =1

Satz A.14 Eigenschaften von Determinanten
Fiir die Determinante einer n x n Matrix A gilt:
1. |[kA| =k"|A|.
2. |A| #0 <= rg(A) =n.
3. |AB| = |A|-|B].
1 1
4. |A7 = W
5. A orthogonal = |A| = £1.

Definition A.18 Spur einer Matrix

Sei A = (a;;) eine quadratische n x n Matrix. Dann heifit die Summe der Diagonalele-
mente Spur von A, in Zeichen

sp(A) = Z Qi -
i=1

Beispiel A.8
Wir betrachten die Matrix

Als Spur von A erhalten wir

sp(A) =6+2+7+8=23.
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A

Satz A.15 Eigenschaften der Spur

Fiir die Spur der n x n Matrizen A und B gilt:
sp(A + B) = sp(A) +sp(B).

sp(A) = sp(A').

sp(kA) =k -sp(A).

sp(AB) = sp(BA). Dies bleibt auch fiir den Fall giiltig, dass A eine n x p und B
eine p X n Matrix ist.

1.
2.
3.
4.
5. Seien x,y € R™. Dann gilt sp(xzy’) = sp(yx’) = sp(z’y) = ='y.

A.4 Verallgemeinerte Inverse

Definition A.19 Verallgemeinerte Inverse

Sei A eine beliebige n x p Matrix mit n < p. Dann heifit die p x n Matrix A~ verallge-
meinerte Inverse oder g-Inverse (generalized Inverse) von A falls gilt

AATA=A

Satz A.16 Existenz der verallgemeinerten Inversen
Zu jeder Matrix A existiert eine verallgemeinerte Inverse, die aber im Allgemeinen nicht
eindeutig ist.
Satz A.17 Eigenschaften der verallgemeinerten Inversen
Sei A~ eine verallgemeinerte Inverse der Matrix A. Dann gilt:

1. rg(A) =rg(AA™) =1g(A A).

2. 1g(A) <r1g(A7).

3. Aregulir = A~ = A~!. Insbesondere ist in diesem Fall die verallgemeinerte Inverse
eindeutig.

4. A~ A und AA~ sind idempotent.

A.5 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition A.20 Eigenwert und Eigenvektor



Anhang A. Matrix-Algebra 13

Sei A eine quadratische n x n Matrix. Dann heifit (die im Allgemeinen komplexe Zahl)
A € C Eigenwert von A, wenn ein (im Allgemeinen komplexer) Vektor & € C™ mit « # 0
existiert, so dass gilt:

Az =z bzw. (A= Xz =0.

Der Vektor x heifit dann Eigenvektor zum Eigenwert A.

Bei der Berechnung der Eigenwerte einer Matrix A spielt folgende Determinante eine
herausragende Rolle:

Definition A.21 Charakteristisches Polynom

Sei A eine quadratische n x n Matrix. Dann heift
g(\) == |A = |

charakteristisches Polynom von A.

Bemerkung:

» Vergegenwiirtigt man sich die Definition der Determinante (siehe Definition A.17),
dann macht man sich leicht klar, dass () tatséchlich ein Polynom vom Grad n ist.
Wir konnen also ¢(A\) dquivalent darstellen als

qN) = (=N)" + am1 (=" - a (=) + ao, (A1)

wobei die Skalare ), ..., a1 zundchst unspezifiziert sind.

+ Das Polynom ¢()) := |A — M| ldsst sich stets auch in die Gestalt

n

gV =A== =N (A.2)
i=1
bringen, wobei A1, ..., A, die Nullstellen des Polynoms sind. Nach dem Fundamental-

satz der Algebra hat dieses Polynom genau n nicht notwendig verschiedene und auch
nicht notwendig reellwertige Nullstellen. Vergleiche hierzu zum Beispiel Bronstein, Se-
mendjajew (1991) Seite 134.

Der folgende Satz liefert nun eine Berechnungsmoglichkeit fiir die Eigenwerte einer Ma-
trix:

Satz A.18 Berechnung der Eigenwerte iiber das charakteristische Polynom

Die Eigenwerte einer quadratischen Matrix A sind die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms, also die Lésungen von

|A— | =0.

Beispiel A.9
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A:(é_é).

Wir bestimmen die Eigenwerte von A. Dazu berechnen wir zunichst das charakteristi-
sche Polynom

Betrachte die Matrix

=(@2-N)(-2-X1)-2-1=X-6.

|A_)\I|:’2—)\ 1 '

2 —2-2A

Nullsetzen und Auflésen nach X liefert die Eigenwerte

A= V6,
A2 = —/6.
A
Beispiel A.10
Betrachte die Matrix
2 -1
A= (8 : 2) .
Wir berechnen wieder das charakteristische Polynom
12=Xx =1 | 2
|A — M| _‘ 8 727)\‘ =2-X)(-2-X)+8=X+4.
Nullsetzen liefert die komplexen Eigenwerte
AL = 24,
A2 = —2i.
A

Satz A.19 Eigenschaften von Eigenwerten

Fiir die Eigenwerte \; einer n x n Matrix gelten folgende Eigenschaften:

1. |A| = ﬁ Ai.
=1

3. A ist genau dann regulédr, wenn alle Eigenwerte ungleich Null sind.

4. Die Matrizen A und A’ besitzen dasselbe charakteristische Polynom und damit die-
selben Eigenwerte.

1
Ist A ein Eigenwert einer reguldren Matrix A, dann ist " ein Eigenwert von A~!.

Die Eigenwerte einer Diagonalmatrix D sind gerade die Hauptdiagonalelemente.

Fiir die Eigenwerte \; einer orthogonalen Matrix A gilt A\; = +1.

®© N o

Die Eigenwerte einer idempotenten Matrix A sind 1 oder 0.
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Definition A.22 Eigenraum

Sei A eine quadratische Matrix und A ein Eigenwert von A. Die Menge
Ay := {x € C"|x Eigenvektor zu A} U {0}

heifit Eigenraum zum Eigenwert A. Jeder Eigenraum A ist ein Unterraum des R™.

Definition A.23 Ahnliche Matrizen

Zwei Matrizen A und B heiflen dhnlich (in Zeichen A ~ B), wenn eine regulidre Matrix
C existiert, so dass B = CAC ™! gilt.

Bemerkung:
Die Ahnlichkeit von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation, d.h.es gilt:

1. A~ A
3. A~Bund B~C — A~C

Satz A.20 Eigenwerte dhnlicher Matrizen
Fiir hnliche Matrizen A und B gilt:

1. A und B haben dasselbe charakteristische Polynom und damit dieselben Eigenwerte.

2. Ist & Eigenvektor zum Eigenwert \, so ist Cz Eigenvektor der Matrix B = CAC~!.

Satz A.21 Eigenwerte und Eigenvektoren symmetrischer Matrizen
Sei A eine symmetrische n x n Matrix. Dann gilt:

1. Alle Eigenwerte sind reell.
2. Die zu verschiedenen Eigenwerten gehorenden Eigenvektoren sind paarweise ortho-
gonal.
Satz A.22 Spektralzerlegung

Sei A eine symmetrische n x n Matrix mit rg(A) = r. Dann existiert eine n x r Matrix
P, so dass gilt:

P AP = diag(A1, ..., ) bzw. A = Pdiag(A\1,..., )P,

Dabei sind die A; die von Null verschiedenen Eigenwerte von A (Insbesondere entspricht
der Rang von A der Anzahl der von Null verschiedenen Eigenwerte). Die Spaltenvektoren
von P entsprechen den (paarweise orthonormalen) zugehorigen Eigenvektoren.

Satz A.23 Spektralzerlegung einer idempotenten Matrix

Sei A eine symmetrische und idempotente n x n Matrix mit rg(A) = r. Dann existiert
eine orthogonale Matrix A so dass gilt
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P AP =1,

AuBlerdem ergibt sich

rg(A) = sp(A).

A.6 Quadratische Formen

Definition A.24 Quadratische Form

Sei A eine symmetrische n x n Matrix. Eine quadratische Form in einem Vektor x € R"
ist definiert durch:

n n

n n
Q(iB) = ZC/ASC = Z Zaijﬂcixj = Za”xf + QZ Zaijxixj.
=1

i=1 j=1 i=1 j>i

Definition A.25 Definite Matrizen
Die quadratische Form @’ Az und die Matrix A heiflen
1. positiv definit, falls ' Az > 0 fiir alle © # 0. Schreibweise: A > 0.

2. positiv semidefinit, falls 2’ Az > 0 und x’ Az = 0 fiir mindestens ein x # 0.

3. nichtnegativ definit, falls @’ Az bzw. A entweder positiv oder positiv semidefinit ist.
Schreibweise: A > 0.

4. negativ definit, wenn — A positiv definit ist.
5. negativ semidefinit, wenn — A positiv semidefinit ist.

6. indefinit in allen anderen Fillen.

Satz A.24 Kriterium fiir die Definitheit einer Matrix

Sei A eine symmetrische Matrix mit den (reellen) Eigenwerten Aq,...,A,. Dann ist A
genau dann

. positiv definit, wenn A\; > 0 fir ¢t =1,...,n,

. positiv semidefinit, wenn A; > 0 fiir = 1,...,n und mindestens ein \; = 0,

1

2

3. negativ definit, wenn \; < 0 fiir allet =1...,n,

4. negativ semidefinit, wenn \; < 0 fiir ¢ = 1,...,n und mindestens ein \; = 0,
5

. indefinit, wenn A mindestens einen positiven und einen negativen Eigenwert besitzt.

Satz A.25 Eigenschaften positiv definiter Matrizen

Sei A positiv definit. Dann gilt:

1. A ist reguldr (und damit invertierbar).
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2. A~ ist positiv definit.

3. Fiir die Diagonalelemente a;;, ¢ = 1,...,n gilt: a; > 0.

4. sp(A) > 0.

5. Sei B positiv semidefinit. Dann ist A + B positiv definit.
Satz A.26

Seien A eine n x n und Q eine n x m Matrix. Dann gilt:

1. Ist A nichtnegativ definit, so ist auch Q' AQ nichtnegativ definit.
2. Ist A positiv definit und @ spaltenregulir, so ist auch Q' AQ positiv definit.

Satz A.27

Sei B eine n x p Matrix. Dann ist die Matrix B’B symmetrisch und nicht negativ
definit. Sie ist positiv definit, wenn B spaltenregulir ist. Neben B’B ist dann auch BB’
nichtnegativ definit.

Satz A.28 Eigenwerte von B'B und BB’
Sei B eine n x p Matrix mit rg(B) = r. Dann gilt:

1. Sowohl BB’ als auch B’B besitzen r von Null verschiedene Eigenwerte \;, j =
1,...,7. Diese sind positiv und identisch fiir BB’ und B’B.

2. Falls v ein Eigenvektor von B’B zum Eigenwert A ist, dann ist

1
u:= —Bv
VA

ein Eigenvektor von BB’ zum Eigenwert \.

Satz A.29 Cholesky-Zerlegung
Jede symmetrische und positiv definite n x n Matrix A lasst sich eindeutig darstellen als
A=LL,

wobei L die Gestalt einer unteren Dreiecksmatrix mit positiven Diagonalelementen be-
sitzt. L heifit Cholesky-Faktor von A.

A.7 Differentiation von Matrixfunktionen

Definition A.26 Differentiation nach einem Skalar

Sei A = (aij) eine n X p Matrix, deren Elemente differenzierbare Funktionen der reellen
Variablen ¢ seien. Dann heifit die Matrix
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0A _ (day
ot \ ot

18

Ableitung von A nach t.

Satz A.30 Rechenregeln
Sei A und B Matrizen passender Ordnungen. Dann gilt:

1. oA = e;ef, wobei e; = (0,..., 1 _,...,0)".
8aij \/'/
0A'
2. das; = ejeg.
0AB 0A 0B
——— =_—_B+A— (P k 1).
e 5 + 5 (Produktregel)

Satz A.31 Differentiation von Funktionalen einer Matrix

Sei A eine quadratische Matrix, deren Elemente differenzierbare Funktionen der reellen
Variablen ¢ seien. Dann gilt:

1. Die Ableitung der Spur ist die Spur der Ableitung:
osp(A) _ (04
o Pat )
2. Ist A invertierbar, so ergibt sich die Ableitung der Inversen als

0A~! 0A
=-A't A"t
ot ot

3. Ist A invertierbar, so ergibt sich die Ableitung der logarithmierten Determinante als

dlog(|A]) [ DA
a4 )

Definition A.27 Differentiation nach einer Matrix

Sei A = (a;;) eine n x p Matrix und f(A) eine differenzierbare reellwertige Funktion der
np Elemente a;;. Dann heifit die n x p Matrix

of _(of
0A (5%)

Ableitung von f nach A.

Satz A.32 Rechenregeln

Seien A und B Matrizen, f und g Funktionen von Matrizen sowie  und y Vektoren. Bei
den folgenden Gréflen wird angenommen, dass sie existieren und von passender Ordnung

sind. Dann gelten folgende Rechenregeln:
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059 _ 01
0A DA
Jsp(A)
0A
Osp(BA)
0A
Osp(A’BA)
0A
Osp(ABA')
0A
Osp(ABA)
0A
oy'x
7. W rE Yy
ox' Ay ,
oA %Y
ox' Ax
ox
10. Fiir symmetrisches A gilt

9g
It o4

=1

=B
= (B+ B')A.
= A'(B+ B').

=A'B'+ B'A’.

=(A+ A)z.

oz’ Ax
ox

=2Ax =2A'zx.



